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Uvod
U ovom radu dokazana je jedna od vazˇnijih nejednakosti u Fourierovoj analizi, Babenko-
Becknerova nejednakost. Naime, to je poznati rezultat o normi Fourierove transformacije
kao linearnog operatora s Lp u Lq, pri cˇemu su p i q konjugirani eksponenti te je 1 ¤ p ¤ 2.
Babenko je proucˇavao posebni slucˇaj tog problema kada je q parni cijeli broj. William
Beckner je 1975. godine u radu [2] dokazao da se prava vrijednost te norme postizˇe za
Gaussove funkcije. Becknerov originalni dokaz zapravo je vjerojatnosni dokaz jer koristi
nizove Bernoullijevih pokusa i konvergenciju prema normalnoj razdiobi.
U Poglavlju 1 definiramo Fourierovu transformaciju funkcija na prostoru L1 i pokazu-
jemo da je to ogranicˇena linearna transformacija sa L1 u C0. Zatim dokazujemo Riemann-
Lebesgueovu lemu, odnosno nuzˇan uvjet da bi funkcija bila Fourierova transformacija neke
funkcije na prostoru L1. Uvodimo i pojam konvolucije funkcija na L1 i pokazujemo da je
Fourierova transformacija konvolucije funkcija zapravo umnozˇak Fourierovih transforma-
cija tih funkcija. Objasnit c´emo vezu izmedu translacije funkcije i mnozˇenja njene Fouri-
erove transformacije eksponencijalnom te vezu izmedu diferenciranja funkcije i odgova-
rajuc´e operacije na Fourierovoj transformaciji iste. Takoder, dokazujemo vrlo vazˇan rezu-
tat: Fourierova transformacija Gaussove funkcije je opet svojevrsna Gaussova funkcija.
Uslijedit c´e teorem inverzije i dokaz injektivnosti te transformacije. Na kraju poglavlja
definiramo Fourierovu transformaciju funkcija na L2 prostoru i dokazujemo Plancherelov
teorem, tj. cˇinjenicu da se Fourierova transformacija na jedinstveni nacˇin mozˇe prosˇiriti do
unitarnog izomorfizma u L2.
U Poglavlju 2 definiramo Hermiteove polinome i dokazujemo rekurzivne relacije koje
oni zadovoljavaju. Nadalje, pokazujemo da je niz Hermiteovih polinoma tHn, n P N0u
ortogonalan u odnosu na Gaussovu mjeru te da je takav niz ortogonalna baza prostora
L2 na R uz Gaussovu mjeru. Na kraju poglavlja izvodimo formulu za funkciju izvodnicu
Hermiteovih polinoma i dokazujemo Mehlerovu formulu.
U Poglavlju 3 konacˇno dokazujemo Babenko-Becknerovu nejednakost, odnosno da za
Fourierovu transformaciju na Rn i za sve vrijednosti p, 1 ¤ p ¤ 2 vrijedi
||F f ||p1 ¤ pApqn|| f ||p,
1
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Ap 

p
1
p
p1
1
p1
ﬀ 1
2
.
Ovdje p1 oznacˇava konjugirani eksponent od p. Prilikom dokaza zapravo uspostavljamo
ekvivalenciju izmedu Babenko-Becknerove nejednakosti i sljedec´eg rezultata:
Za 1   p ¤ 2 i ω  iap  1 vrijedi
Tω : Lppdµq Ñ Lp1pdµq,
||Tωg||Lp1 pdµq ¤ ||g||Lppdµq.
Za |ω|   1, Tω je integralni operator na prostoru L2pdµq definiran preko Mehlerove for-
mule, pri cˇemu je dµ Gaussova mjera. Zatim promatramo niz Bernoullijevih pokusa i uvo-
dimo odgovarajuc´u diskretnu vjerojatnosnu mjeru. Koristimo da n-ta konvolucija takve
mjere sa samom sobom slabo konvergira prema Gaussovoj mjeri. Nadalje, na prostoru dis-
kretne vjerojatnosne mjere definiramo operator analogan operatoru Tω na prostoru L2pdµq i
pokazujemo dva vazˇna rezultata: nejednakost za dvije tocˇke i nejednakost za produkt ope-
ratora. Koristec´i rezultat za produkt operatora definiramo novi operator na prostoru sime-
tricˇnih funkcija i uspostavljamo vezu izmedu Hermiteovih polinoma i simetricˇnih funkcija.
Naposljetku, primjenjujuc´i navedenu vezu i centralni granicˇni teorem dokazujemo spome-
nuti glavni rezultat ovog rada.
Posebno se zahvaljujem mentoru doc.dr.sc. Vjekoslavu Kovacˇu na ukazanoj pomoc´i i
strpljenju te mnogim korisnim savjetima tijekom pisanja rada.
Poglavlje 1
Fourierova transformacija
U sljedec´im razmatranjima sa En c´emo oznacˇavati n-dimenzionalni realni euklidski pros-
tor, a njegove elemente sa x  px1, x2, . . . , xnq, y  py1, y2, . . . , ynq. Skalarni produkt
elemenata x, y P En jest realni broj x  y 
°n
j1 x jy j, norma od x P En je nenegativni broj
|x|  ?x  x te sa dx  dx1dx2    dxn oznacˇavamo Lebesgueovu mjeru u En. Bavit c´emo
se raznim prostorima funkcija definiranih na En. Najjednostavniji primjeri takvih prostora
su Lp  LppEnq prostori p1 ¤ p   8q, svih izmjerivih funkcija f za koje je
|| f ||p 
 »
En
| f pxq|pdx
	1{p
  8
pri cˇemu se identificiraju funkcije koje se podudaraju u gotovo svakoj tocˇki, tj. na kom-
plementu nekog skupa mjere 0. Broj || f ||p nazivamo Lp norma funkcije f . Prostor L8pEnq
sadrzˇi sve esencijalno ogranicˇene funkcije na En te za f P En podrazumijevamo da je || f ||8
esencijalni supremum od | f pxq|, x P En.
1.1 Fourierova transformacija na prostoru L1
Definicija 1.1.1. Fourierova transformacija funkcije f P L1pEnq je funkcija fˆ definirana
sa
fˆ pxq 
»
En
f ptqe2piixtdt za x P En.
Teorem 1.1.1. (i) Preslikavanje f ÞÑ fˆ je ogranicˇena linearna transformacija s L1pEnq u
L8pEnq i vrijedi ‖ fˆ ‖8 ¤‖ f ‖1.
(ii) Ako je f P L1pEnq, tada je fˆ uniformno neprekidna.
Dokaz. piq Pokazˇimo prvo da je preslikavanje f ÞÑ fˆ linearni operator. Neka su f , g P
L1pEnq te α, β P R proizvoljni. Tada je za x P En :
3
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{pα f   βgqpxq  »
En
pα f ptq   βgptqqe2piixtdt
 α
»
En
f ptqe2piixtdt   β
»
En
gptqe2piixtdt
 α fˆ pxq   βgˆpxq.
Da je fˆ ogranicˇen linearan operator slijedi iz
| fˆ | 

»
En
f ptqe2piixtdt
 ¤
»
En
| f ptq||e2piixt|dt ¤
»
En
| f ptq|dt ¤ ‖ f ‖1,
odnosno ‖ fˆ ‖8 ¤‖ f ‖1.
piiq Za x, h P En imamo da je
| fˆ px   hq  fˆ pxq| 
∣∣∣∣∣∣∣
»
En
f ptqe2piipx hqtdt 
»
En
f ptqe2piixtdt
∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
»
En
e2piixtpe2piiht  1q f ptqdt
∣∣∣∣∣∣∣
¤
»
En
|e2piixt| |e2piiht  1|| f ptq|dt
¤
»
En
|e2piiht  1|| f ptq|dt.
Iz Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji i cˇinjenice da je podintegralna funk-
cija dominirana integrabilnom funkcijom 2| f ptq| slijedi
lim
hÑ0
»
En
|e2piiht  1|| f ptq|dt 
»
En
| f ptq| lim
hÑ0
|e2piiht  1|dt  0.
Dakle, fˆ je uniformno neprekidna, a posebno je onda i neprekidna. 
Teorem 1.1.2. (Riemann-Lebesgue)
Ako je f P L1pEnq, tada fˆ pxq Ñ 0 kada |x|Ñ 8.
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Dokaz. Tvrdnju dokazujemo tzv. Lebesgueovom indukcijom.
10 Pretpostavimo najprije da je f P L1pEnq karakteristicˇna funkcija proizvoljnog n-dimen-
zionalnog pravokutnika I  En. Neka je I  ra, bs, gdje su a, b P En, a  pa1, . . . , anq,
b  pb1, . . . , bnq, ai ¤ bi za sve i  1, 2, . . . , n. Drugim rijecˇima,
I  ra1, b1s  ra2, b2s      ran, bns
te f  1ra,bs. Fourierova transformacija funkcije f sada je
fˆ pxq 
»
En
f ptqe2piixtdt 
»
ra,bs
e2piixtdt 
n¹
j1
» b j
a j
e2piix jt jdt j

n¹
j1
e2piix jb j  e2piix ja j
2piix j , x P En
te vrijedi ocjena
| fˆ | ¤
n¹
j1
2
2pi|x j| 
1
pin
1
|x1|    |x j| .
Pustimo li limes po x kada x Ñ 8 u zadnjoj nejednakosti, slijedi da | fˆ pxq| Ñ 0, od-
nosno fˆ pxq Ñ 0.
20 Uzmimo sada da je f linearna kombinacija karakteristicˇnih funkcija ogranicˇenih n-
dimenzionalnih pravokutnika iz En. Neka je N P N proizvoljan i stavimo da je
f 
N¸
j1
c j1ra j,b js
pri cˇemu je za svako j P 1, . . . ,N ra j, b js  En te c j P R. Tada je za proizvoljno x P En
fˆ pxq 
»
En
p
N¸
j1
ci1ra j,b jsptqqe2piixtdt 
N¸
j1
c j
»
1ra j,b jsptqe2piixtdt 
N¸
j1
c j
» b j
a j
e2piixtdt.
Prema dijelu 10 slijedi da pusˇtanjem limesa po x kad |x| Ñ 8 dobivamo fˆ pxq Ñ 0.
Poznata je tvrdnja (vidjeti propoziciju 3.4.3 u knjizi [3]) da su funkcije kao u 20 guste
u prostoru L1, odnosno za svaku f P L1pEnq postoji niz funkcija pgkqkPN kao u 20 takvih da
lim
kÑ8
‖gk  f ‖1  0.
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Prema teoremu 1.1.1 znamo da su funkcije pgˆkqkPN neprekidne i da vrijedi
lim
kÑ8
‖gˆk  fˆk‖8  0.
Neka je  ¡ 0. Tada postoji k P N takav da je ‖gˆk  fˆk‖8   2 .
Zbog slucˇaja 20 primijenjenog na funkcije pgkqkPN postoji R ¡ 0 takav da
|x| ¡ R ñ |gˆkpxq|   2 .
Konacˇno, koristec´i nejednakost trokuta, za |x| ¡ R vrijedi
| fˆ pxq| ¤ | fˆ pxq  gˆkpxq|   |gˆkpxq|   2  

2
 .
Buduc´i da je  proizvoljan, pusˇtanjem limesa po x kad |x| Ñ 8 u zadnjoj nejednakosti,
dobivamo tvrdnju teorema. 
Teorem 1.1.2 daje nuzˇan uvjet da bi funkcija bila Fourierova transformacija neke funk-
cije iz L1. Oznacˇimo li
C0pEnq : th : En Ñ C, h je neprekidna, lim|x|Ñ8 hpxq  0u,
vidimo da smo teoremima 1.1.1 i 1.1.2 zapravo dokazali da f P L1pEnq implicira
fˆ P C0pEnq.
Definicija 1.1.2. Konvolucija funkcija f , g P L1pEnq, u oznaci h  f g, jest funkcija cˇija
je vrijednost za proizvoljan x P En dana s
hpxq 
»
En
f px  yqgpyqdy.
Lako se pokazˇe da je funkcija f px  yqgpyq izmjeriva funkcija dvije varijable, x i y.
Iz Fubinijevog teorema o zamjeni integrala direktno slijedi da je h P L1pEnq te da vrijedi
‖h‖1 ¤ ‖ f ‖1‖g‖1. Naime,
||h||1 
»
En
 »
En
f px  yqgpyqdy
dx
¤
»
En
 »
En
| f px  yq|dx
	
|gpyq|dy

»
En
 »
En
| f pxq|dxlooooomooooon
} f }1
	
|gpyq|dy
 || f ||1||g||1.
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Nadalje, konvolucija je komutativno i asocijativno preslikavanje. Opc´enito, funkcija
h  f g definirana je za svaku f P LppEnq, 1 ¤ p   8 i g P L1pEnq. Vrijedi sljedec´i
rezultat:
Teorem 1.1.3. Ako je f P LppEnq, 1 ¤ p   8 i g P L1pEnq, tada je h  f g dobro
definirana i h P LppEnq. Sˇtovisˇe, ‖h‖p ¤ ‖ f ‖p‖g‖1.
Dokaz. Ocˇito je
|hpxq| 

»
En
f px  yqgpyqdy
 ¤
»
En
| f px  yq||gpyq|dy x P En.
Trazˇeni rezultat posljedica je nejednakosti Minkowskog za integrale. Naime, primjenom
nejednakosti  »
En
 »
En
Fpx, yqdy
pdx	1{p ¤ »
En
 »
En
|Fpx, yq|pdx
	1{p
dy (1.1)
na funkciju Fpx, yq  f px  yqgpyq, dobivamo»
|hpxq|pdx
 1
p
¤
» »
| f px  yq|p
 1
p
|gpyq|dy  ‖ f ‖p‖g‖1. 
Kao jednostavnu posljedicu definicija konvolucije i Fourierove transformacije imamo
sljedec´i rezultat:
Teorem 1.1.4. Za f , g P L1pEnq je zp f gq  fˆ gˆ.
Dokaz. Neka je x P En.
zp f gqpxq  »
En
p f gqptqe2piixtdt 
»
En
 »
En
f pt  yqgpyqdy
	
e2piixtdt

»
En
gpyqe2piixy
 »
En
f pt  yqe2piixptyqdt
	
dy

»
En
gpyqe2piixy
 »
En
f ptqe2piixtdt
	
dy

»
En
gpyqe2piixy fˆ pxqdy
 fˆ pxqgˆpxq. 
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Mnoge vazˇne operacije matematicˇke analize imaju vrlo jednostavnu vezu s Fouriero-
vom transformacijom. Sljedec´a propozicija daje vezu izmedu translacije funkcije i njene
Fourierove transformacije.
Propozicija 1.1.5. Neka je τh translacija funkcije za vektor h P En, odnosno
τhgpxq  gpx  hq, x P En.
Tada za svaku f P L1pEnq vrijedi:
(i) xτh f pxq  e2piixh fˆ pxq,
(ii) τh fˆ pxq  p {e2piith f ptqqpxq.
Dokaz. piq Imamo:
xτh f pxq  »
En
pτh f qptqe2piixtdt

»
En
f pt  hqe2piixtdt

»
En
p f pt  hqe2piixpthqqe2piixhdt
 e2piixh fˆ pxq.
piiq Za dokaz druge jednakosti racˇunamo:
τh fˆ pxq  fˆ px  hq 
»
En
f ptqe2piitpxhqdt

»
En
f ptqe2piitxe2piithdt 

»
En
pe2piith f ptqqe2piixtdt
 {pe2piith f ptqqpxq. 
Kroz sljedec´i teorem obrazlozˇit c´emo vezu diferenciranja i Fourierove transformacije.
Teorem 1.1.6. Pretpostavimo da je f P L1pEnq i xk f pxq P L1pEnq, pri cˇemu je xk k-ta
koordinatna funkcija, k  1 . . . n. Tada je fˆ diferencijabilna i vrijedi
B fˆ
Bxk pxq  p2piitk f ptq
pqpxq, x P L1pEnq.
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Dokaz. Neka je h  p0,    , hk,    , 0q, h P En ne-nul vektor duzˇ k-te koordinatne osi.
Zbog relacije piiq iz propozicije 1.1.5 imamo
fˆ px   hq  fˆ pxq
hk

³
En
e2piixtpe2piiht  1q f ptqdt
hk


e2piith  1
hk
f ptq
p
pxq, x P En.
Nadalje, vrijedi da je
lim
hkÑ0
e2piith  1
hk
 2piitk. (1.2)
Oznacˇimo li θ  2pitkhk, imamo sljedec´u ocjenu :
|eiθ  1| 
b
pcos θ  1q2   sin2 θ 
?
2  2 cos θ

c
4 sin2
θ
2
 2| sin θ
2
| ¤ 2 |θ|
2
 |θ|.
Odavde slijedi da je e2piitkhk  1
hk
 ¤ 2pi|tk|.
Konacˇno, prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi
lim
hkÑ0
fˆ px   hq  fˆ pxq
hk
 {p2piitk f ptqqpxq.
Obzirom da su sve parcijalne derivacije od fˆ neprekidne, zakljucˇujemo da je fˆ sˇtovisˇe i
neprekidno diferencijabilna funkcija. 
Definicija 1.1.3. Za funkciju f P LppEnq kazˇemo da je diferencijabilna u Lp normi po k-toj
vari jabli ako postoji funkcija g P LppEnq takva da»
En
 f px   hq  f pxqhk  gpxq
dx
1{p
Ñ 0
kad hk Ñ 0. Funkciju g nazivamo parcijalnom derivacijom od f po k-toj varijabli u normi
Lp.
Teorem 1.1.7 tvrdi da je Fourierova transformacija funkcije pomnozˇena s k-tom koor-
dinatnom funkcijom jednaka (do na multiplikativnu konstantu) Fourierovoj transformaciji
parcijalne derivacije funkcije po k-toj koordinati.
POGLAVLJE 1. FOURIEROVA TRANSFORMACIJA 10
Teorem 1.1.7. Ako je f P L1pEnq i g parcijalna derivacija od f po k-toj varijabli u L1
normi, tada je
gˆpxq  2piixk fˆ pxq, x P En.
Dokaz. Prema propoziciji 1.1.5 piq je
gˆpxq  fˆ pxqe
2piixh  1
hk


gptq  f pt   hq  f ptq
hk
p
pxq, x P En
pa prema teoremu 1.1.1 piq slijedi∥∥∥∥∥∥∥gˆpxq  fˆ pxqe2piixh  1hk
∥∥∥∥∥∥∥8,x ¤
∥∥∥∥∥∥∥gptq  f pt   hq  f ptqhk
∥∥∥∥∥∥∥
1,t
Ñ 0,
kada h Ñ 0. S druge strane, po formuli (1.2) dobivamo∥∥∥∥∥∥∥ fˆ pxqe2piixh  1hk  2piixk fˆ pxq
∥∥∥∥∥∥∥8,x Ñ 0.

Naredni teorem racˇuna Fourierovu transformaciju Gaussovih funkcija i prilagodili smo
ga iz knjige [5].
Teorem 1.1.8. Za svaki α ¡ 0 vrijedi»
En
epiα|y|
2
e2piitydy  α n2 epi|t|2{α.
Dokaz. Izracˇunajmo najprije vrijednost integrala za t  0.
Iα,n 
»
En
epi|y|
2
dy 
»
En
epiαpy
2
1  y2nqdy1 . . . dyn

 »
En
epiαy
2
1dy1
	
  
 »
En
epiαy
2
ndyn
	
 Inα,1
Vrijednost integrala Iα,2 racˇunamo prelaskom na polarne koordinate:
Iα,2 
»
E2
epiα|y|
2
dy 
» 8
0
» 2pi
0
epiαr
2
rdrdφ  2pi
» 8
0
epiαr
2
rdr 

u  r2, du  2rdr

 pi
» 8
0
epiαudu  1
α
epiαu
8
0 
1
α
.
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Sada imamo
Iα,1 
a
Iα,2  α1{2
pa je potom
Iα,n 
b
Inα,1  αn{2.
Stavimo da je
Iptq 
»
E1
epiαy
2
e2piitydy, t P E1.
Derivirajmo sada izraz Iptq te iskoristimo formulu za parcijalnu integraciju:
I
1ptq 
»
E1
epiαy
2 d
dt
pe2piityqdy 
»
E1
epiαy
2p2piiyqe2piitydy
 i
α
»
E1
epiαy
2p2piαyqe2piitydy   i
α
»
E1
epiαy
2 d
dy
pe2piityqdy
  i
α
»
E1
epiαy
2p2piitqe2piitydy  2pit
α
Iptq.
Dobivamo diferencijalnu jednadzˇbu s pocˇetnim uvjetom:
I
1ptq  2pit
α
Iptq,
Ip0q  α 12 .
Iz
d
dt
pIptqepit2{αq  I1ptqepit2{α   Iptq2pit
α
epit
2{α  2pit
α
Iptqepit2{α   Iptq2pit
α
epit
2{α  0,
zakljucˇujemo da je Iptqepit2{α konstanta, odnosno
Iptqepit2{α  Ip0qe0  α 12 .
Slijedi da je
Iptq  α 12 epit2{α.
Konacˇno, za t P En, t  pt1, . . . , tnq dobivamo»
En
epiα|y|
2
e2pipt1y1  tnynqdy1 . . . dyn 
n¹
j1
»
E1
epiαy
2
j e2piit jy jdy j 
n¹
j1
α
1
2 epit
2
j {α
 α n2 epi|t|2{α. 
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Teorem 1.1.9. Ako su f , g P L1pEnq, tada je»
En
fˆ pxqgpxqdx 
»
En
f pxqgˆpxqdx.
Dokaz. Tvrdnju dobivamo primjenom Fubinijevog teorema.»
En
fˆ pxqgpxqdx 
»
En
»
En
e2piixt f ptqdt

gpxqdx

»
En
»
En
e2piixtgpxqdx

f ptqdt

»
En
f ptqgˆptqdt. 
Teorem 1.1.10. Neka je φ P L1pEnq takva da je
³
En
φpxqdx  1 i neka je za svako  ¡ 0
φpxq  nφp x q. Ako je f P LppEnq, 1 ¤ p   8 ili f P C0pEnq  L8pEnq, tada vrijedi
‖ f φ  f ‖p Ñ 0 kada  Ñ 0.
Dokaz. Neka je f P LppEnq, 1 ¤ p   8. Vrijedi»
En
φptqdt 
»
En
nφp x

qdt 

x j 
t j

, dt j  dx j


»
En
φpxqdx  1.
Nadalje,
p f φqpxq  f pxq 
»
En
f px  tqφptqdt 
»
En
f pxqφptqdt 
»
En
r f px  tq  f pxqsφptqdt.
Iskoristimo sada nejednakost Minkowskog za integrale:
‖ f φ  f ‖p ¤
»
En
»
En
| f px  tq  f pxq|pdx
 1
p
n|φp t

q|dt
 rt ÞÑ t, dt ÞÑ dts

»
En
»
En
| f px  tq  f pxq|pdx
 1
p
|φptq|dt.
Izraz »
En
| f px   hq  f pxq|pdx
 1
p
 ωp, f phq  ωphq, h P En,
POGLAVLJE 1. FOURIEROVA TRANSFORMACIJA 13
poznat je kao Lp modul neprekidnosti funkcije f . Primjenom nejednakosti Minkowskog
vidimo da je ω ogranicˇena funkcija:
ωphq 
»
En
| f px   hq  f pxq|pdx
 1
p
¤
»
En
| f px   hq|pdx
 1
p
 
»
En
| f pxq|pdx
 1
p
¤ 2‖ f ‖p.
Primijetimo da josˇ jedino treba pokazati ωphq Ñ 0 kada h Ñ 0. Naime, nakon toga
c´e primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji u varijabli t slijediti
‖ f φ  f ‖p Ñ 0 kada  Ñ 0.
Neka je sada f neprekidna funkcija koja isˇcˇezava izvan kompaktnog skupa K, odnosno
f ima kompaktni nosacˇ. Tada je f uniformno neprekidna, odnosno
p@ ¡ 0qpDδ ¡ 0qp@x, y P Enqp|x  y|   δñ | f pxq  f pyq|   q.
U terminima funkcije ω to bi znacˇilo
p@ ¡ 0qpDδ ¡ 0q

|h|   δñ ωphq  
 »
K
 pdx
	 1
p   PpKq 1p 
	
,
gdje PpKq oznacˇava povrsˇinu kompaktnog skupa K izvan kojeg f isˇcˇezava. Dakle, doista
vrijedi ωphq Ñ 0 kada |h| Ñ 0.
Sada koristimo cˇinjenicu da su neprekidne funkcije s kompaktnim nosacˇima guste u
LppEnq za 1 ¤ p   8. Dakle, za svaku f P LppEnq, 1 ¤ p   8 postoji niz neprekidnih
funkcija s kompaktnim nosacˇem pgkqkPN takvih da je
lim
kÑ8
‖gk  f ‖p 0.
Uzmimo  ¡ 0. Postoji k P N takav da limkÑ8‖gk  f ‖p  3 . Primijenimo li prethodni
slucˇaj na gk znamo da ωgkphq Ñ 0 kada |h| Ñ 0, h P En, odnosno
pDδ ¡ 0qp|h|   δñ |ωgkphq|  

3
q.
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Konacˇno, koristec´i nejednakost Minkowskog, dobivamo
|ω f phq  ωgkphq| 

 »
En
| f px   hq  f pxq|pdx
 1
p

»
En
|gkpx   hq  gkpxq|pdx
 1
p

¤
»
En
| f px   hq  gkpx   hq  f pxq   gkpxq|pdx
 1
p
¤
»
En
| f px   hq  gkpx   hq|pdx
 1
p
 
»
En
| f pxq  gkpxq|pdx
 1
p
  
3
  
3
 2
3
,
pa je za |h|   δ
|ω f phq| ¤ |ω f phq   ωgkphq|   |ωgkphq|   . 
Tvrdnja za f P C0pEnq slijedi analogno, koristec´i cˇinjenicu da su neprekidne funkcije s
kompaktnim nosacˇem guste i u prostoru C0pEnq s normom }  }8.
Propozicija 1.1.11.
(i) Ako je za a P R, a ¡ 0 i t P En, gptq  f patq, tada vrijedi gˆpxq  1an fˆ p xaq.
(ii) Neka je h P En i gptq  e2piith f ptq. Tada je gˆpxq  fˆ px  hq.
(iii) Neka je h P En i gptq  f pt   hq. Tada je gˆpxq  fˆ pxqe2piixh.
Dokaz.
(i) Imamo:
gˆpxq 
»
En
gptqe2piixtdt

»
En
f patqe2piixtdt
 ru  at, du  andts

»
En
f puqe2piia1 xuandu
 1
an
fˆ p x
a
q.
(ii) Tvrdnja slijedi iz piiq propozicije 1.1.5.
(iii) Tvrdnja slijedi iz piq propozicije 1.1.5. stavimo li h umjesto h. 
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Teorem 1.1.12. (Teorem inverzije) Ako su f i fˆ obje integrabilne, tada je
f pxq 
»
En
fˆ ptqe2piixtdt
za gotovo svaki x P En.
Dokaz. Po pretpostavci je fˆ P L1pEnq pa je po teoremu o dominiranoj konvergenciji»
En
e2piixt fˆ ptqdt  lim
Ñ0
»
En
epi
2|t|2 2piixt fˆ ptqdt.
Neka je gptq  epi2|t|2 2piixt  e2piixt f1ptq, t P En. Iz propozicije 1.1.11 piiiq je
gˆpyq 
»
En
e2piixt f1ptqe2piiytdt 
»
En
f1ptqe2piipyxqtdt  fˆ1py  xq,
a iz propozicije 1.1.11 piq te teorema 1.1.8, zbog f1ptq  epi2t2 imamo:
fˆ1py  xq  1
n
e
pi
2
pyxq2
za x, y P En. Iz teorema 1.1.9 imamo sljedec´i rezultat:»
En
epi
22|t|2 2piixt fˆ ptqdt 
»
En
ne
pi
2
|xy|2 f pyqdy  pφ f qpxq,
pri cˇemu je
φpxq  nφp x

q.
Pustimo li limes po  kad  Ñ 0 u gornjoj jednakosti, zbog teorema 1.1.10. dobivamo
lim
Ñ0
pφ f qpxq  f pxq
po L1 normi, odnosno »
En
e2piixt fˆ ptqdt  f pxq g.s.
Naime i lijeva i desna strana su funkcije jednake istom limesu, s jedne strane izracˇunatom
po tocˇkama, a s druge strane po normi }  }1. Takve dvije funkcije moraju biti jednake
g.s. 
Korolar 1.1.1. Ako su f1, f2 P L1pEnq i fˆ1pxq  fˆ2pxq za sve x P En, tada je f1ptq  f2ptq
za gotovo svaki t P En.
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Dokaz. Pretpostavimo fˆ1  fˆ2 za neke f1, f2 P L1pEnq. Sada je{p f1  f2q  fˆ1  fˆ2  0 P L1pEnq.
Iskoristimo teorem inverzije na funkciju f1  f2 :
p f1  f2qpxq 
»
En
{p f1  f2qptqe2piixtdt  0, za g.s. x P En,
odnosno f1ptq  f2ptq za gotovo sve t P En. 
1.2 Fourierova transformacija na prostoru L2
Integral koji definira Fourierovu transformaciju nije definiran u Lebesgueovom smislu za
opc´enite funkcije prostora L2pEnq, no Fourierova transformacija c´e josˇ uvijek biti prirodno
definirana na L2pEnq. Ako uz integrabilnost pretpostavimo da je f kvadratno integrabilna,
tada c´e fˆ takoder biti kvadratno integrabilna.
Sljedec´i teorem tvrdi da je Fourierova transformacija ogranicˇen linearan operator na
gustom podskupu L1 X L2 od L2pEnq, odnosno da postoji njegovo jedinstveno ogranicˇeno
prosˇirenje F na L2pEnq.
Teorem 1.2.1. Ako je f P L1pEnq X L2pEnq, tada je ‖ f ‖2 ‖ fˆ ‖2.
Dokaz. Neka je X  t f P L1pEnq X L2pEnqu. Buduc´i da f P L1pEnq X L2pEnq povlacˇi
fˆ P L8pEnq,slijedi da je X  L2pEnq, a lako se vidi da je X gust u L2pEnq. Neka su
f , g P X i stavimo da je h  gˆ. Prema teoremu 1.1.12 slijedi
hˆpζq 
»
En
e2piixζ gˆpxqdx 
»
En
e2piixζ gˆpxqdx  gpζq.
Primijenjujuc´i teorem 1.1.9 slijedi da je»
En
f pxqgpxqdx 
»
En
f pxqhˆpxqdx 
»
En
fˆ pxqhpxq 
»
En
fˆ pxqgˆpxqdx.
Odavde slijedi da F |X cˇuva skalarni produkt u L2, a u slucˇaju da uzmemo g  f slijedi da
je || f ||2  || fˆ ||2. Dakle, F |X se mozˇe prosˇiriti do izomorfizma na L2pEnq.
Preostaje josˇ pokazati da se takvo prosˇirenje podudara s F na L1pEnq X L2pEnq.
Naime, ako je f P L1pEnq X L2pEnq i gpxq  epi|x|2 , slicˇno kao u dokazu teorema 1.1.12
imamo da je f gt P L1pEnq X L2pEnq prema teoremu 1.1.3, a zbog{p f gtqpq  epit2||2 fˆ pq
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i ogranicˇenosti od fˆ imamo da je f gt P L1pEnq. Stoga, f gt P X. Sˇtovisˇe, f gt ÞÑ f u L1
i L2 normama, odnosno {p f gtq ÞÑ fˆ uniformno u L2 normi, pa tvrdnja slijedi.

Funkciju F nazivamo Fourierova transformacija na L2pEnq te koristimo sljedec´u no-
taciju fˆ  F f za svaku f P L2pEnq. Opc´enito, ako je f P L2pEnq, gornja definicija
Fourierove transformacije zapravo upuc´uje na postojanje niza phk, k P N0q u L1 X L2 koji
konvergira prema f u L2 normi te se fˆ postizˇe kao limes niza phˆk, k P N0q u L2. Prikladno
je zato odabrati niz phk, k P N0q za koji je
hkptq 
#
f ptq, |t| ¤ k
0, inacˇe
Dakle, fˆ je L2 limes funkcija phˆk, k P N0q definiranih s
hˆkpxq 
»
|t|¤k
f ptqe2piixtdt 
»
En
hkptqe2piixtdt
za sve k P N0 i x P En.
Kako je F : L2pEnq ÞÑ L2pEnq izometrija vrijedi sljedec´i rezultat:
Teorem 1.2.2. F je unitaran operator na L2pEnq.
Dokaz. Buduc´i da je F izometrija, slika ovog operatora je zatvoren podskup u L2pEnq.
Stoga, stavimo da je
R  tF p f q : f P L2pEnqu.
Pretpostavimo da je R  L2pEnq, tj. da slika nije jednaka cijeloj kodomeni. Tada postoji
g P L2pEnq takva da je za svako f P L2pEnq»
En
fˆ pxqgpxqdx  0,
ali ||g||2  0.Naime, naprosto treba uzeti ne-nul funkciju g iz ortogonalnog komplementa
slike, koji je netrivijalan po nasˇoj pretpostavci; vidjeti Rieszov teorem o projekciji, odjeljak
3.2 u knjizi [6]. Sada je prema teoremu 1.1.9 za svako f P L2pEnq»
En
f pxqgˆpxqdx 
»
En
fˆ pxqgpxqdx  0,
sˇto implicira da je gˆ  0 gotovo svuda u L2pEnq, a to je kontradikcija s ||gˆ||2  ||g||2  0.

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Teoremi 1.2.1 i 1.2.2 zajedno daju Plancherelov teorem:
Teorem 1.2.3. Ako je f P L1pEnq X L2pEnq tada je fˆ P L2pEnq, te se F |L1pEnqXL2pEnq mozˇe
na jedinstven nacˇin prosˇiriti do unitarnog izomorfizma na L2pEnq.
Kao jednostavan rezultat prethodnih razmatranja navodimo sljedec´i rezultat:
Korolar 1.2.1. Neka je g P L2pEnq. Tada vrijedi
pF 1gqpxq  pF gqpxq, x P En.
Mi smo iskazali i dokazali samo one rezultate u vezi Fourierove transformacije koji c´e
nam trebati u kasnijem tekstu. Visˇe povezanog materijala se mozˇe nac´i u knjigama [4] i
[8].
Poglavlje 2
Hermiteovi polinomi
2.1 Definicija i osnovna svojstva
Integral
³
R
e
x2
2 dx ima fundamentalnu ulogu u teoriji vjerojatnosti. U kontekstu vjerojat-
nosnog prostora, stavimo Ω  R, F  B, Borelova σ-algebra na R i neka je P vjerojatno-
sna mjera na B generirana funkcijom distribucije
Fpxq  1?
2pi
» x
8
e
t2
2 dt.
Vjerojatnosna mjera generirana sa F naziva se Gaussova mjera. Sˇtovisˇe, integrand e
x2
2
ima josˇ neka zanimljiva svojstva. Naime, njegova Fourierova transformacija je ista ta funk-
cija, samo malo ”rastegnuta”, odnosno»
R
e
t2
2 e2piixtdt 
?
2pie2pi
2 x2 .
To se vidi iz teorema 1.1.8 uz n  1 i α  12pi .
U ovom poglavlju c´emo se baviti nizom specijalnih polinoma, koje je definirao josˇ P.
S. Laplace, a detaljno ih je proucˇavao P. L. Cˇebisˇev. C. Hermite ih je sredinom 19. stoljec´a
opisao kao nove te se od tada nazivaju njegovim imenom.
Definicija 2.1.1. Hermiteov polinom stupnja n, n P N0, definiran je s
Hnpxq  1?
2pi
»
R
px   iyqne y
2
2 dy, x P R. (2.1)
Izraz (2.1) naziva se Gaussovom integralnom formulom. Lako se pokazˇe da su polinomi
Hnpxq definirani s (2.1) polinomi stupnja n u varijabli x. Navest c´emo prvih 11 Hermiteovih
19
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polinoma:
H0pxq  1,
H1pxq  x,
H2pxq  x2  1,
H3pxq  x3  3,
H4pxq  x4  6x   3,
H5pxq  x5  10x3   15x,
H6pxq  x6  15x4   45x2  15,
H7pxq  x7  21x5   105x3  105x,
H8pxq  x8  28x6   210x4  420x2   105,
H9pxq  x9  36x7   378x5  1260x3   945,
H10pxq  x10  45x8   630x6  3150x4   4725x2  945.
Propozicija 2.1.1. Niz Hermiteovih polinoma pHn, n P N0q zadovoljava rekurzivnu relaciju
Hn 1pxq  xHnpxq  nHn1pxq, x P R. (2.2)
Dokaz. Primjenjujuc´i relaciju (2.1) i parcijalnu integraciju, imamo:
Hn 1pxq  1?
2pi
»
R
px   iyqn 1e y
2
2 dy
 1?
2pi
»
R
px   iyqnpx   iyqe y
2
2 dy
 1?
2pi
»
R
px   iyqnxe y
2
2 dy   1?
2pi
»
R
px   iyqniye y
2
2 dy
 xHnpxq   i?
2pi

 px   iyqne y
2
2

 8
8
 
»
R
npx   iyqn1ie y
2
2 dy

 xHnpxq  n?
2pi
»
R
px   iyqn1e y
2
2 dy
 xHnpxq  nHn1pxq. 
Teorem 2.1.2. Za svako n P N0 vrijedi
Hnpxq  p1qne x
2
2
dn
dxn
e
x2
2 , x P R. (2.3)
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Dokaz. Oznacˇimo
Pnpxq  p1qne x
2
2
dn
dxn
e
x2
2 , x P R.
Pokazˇimo najprije da Pn zadovoljava relaciju (2.2) iz propozicije 2.1.1. Naime, deriviramo
li e
x2
2 imamo:
d
dx
e
x2
2  xe x22 .
Primijenimo sada Leibnizovu formulu za n-tu derivaciju umnosˇka proizvoljnih realnih
funkcija f i g, to jest
Dpnqp f gq 
n¸
k0

n
k


Dpkqp f qDpnkqpgq, n P N,
na funkcije f  x i g  e x22 . Pritom ovdje i u daljnjem tekstu pisˇemo D  ddx za
operator deriviranja. Za k ¥ 2 je f pkq  0. Stoga je
Dpnqp f gqpxq 

n
0


f p0qpxqgpnqpxq  

n
1


f p1qpxqgpn1qpxq
 x d
n
dxn
e
x2
2  n d
n1
dxn1
e
x2
2
Pomnozˇimo li dobivenu jednakost s p1qn 1e x22 dobivamo da je
p1qn 1e x22 d
n 1
dxn 1
e
x2
2  p1qn 2xe x22 d
n
dxn
e
x2
2  p1qn 1ne x22 d
n1
dxn1
e
x2
2
 p1qnxe x22 d
n
dxn
e
x2
2  p1qn1ne x22 d
n1
dxn1
e
x2
2 .
Dakle, Pn zadovoljava relaciju (2.2), to jest
Pn 1pxq  xPnpxq  nPn1pxq, x P R.
Primijetimo da je u slucˇaju n  0
P0pxq  p1q0e x
2
2 e
x2
2  1  H0pxq,
a u slucˇaju n  1 vrijedi
P1pxq  p1q1e x
2
2
d
dx
e
x2
2  x  H1pxq.
Kao posljedica dokazanog i propozicije 2.1.1 slijedi Pn  Hn za svaki n, a to dokazuje
trazˇenu formulu. 
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Odavde imamo sljedec´i rezultat:
Propozicija 2.1.3. Za svako n P N
H
1
npxq  nHn1pxq, x P R. (2.4)
Dokaz. Za x P R i n P N0 proizvoljne, primjenjujuc´i relaciju (2.3) i Leibnizovu formulu,
najprije izracˇunajmo
p1qnDHnpxq  Dpe x
2
2 Dpnqe
x2
2 q
 xe x22 Dpnqe x22   e x22 Dpn 1qe x22
 xe x22 Dpnqe x22   e x22 Dpnqpxe x22 q
 xe x22 Dpnqe x22   e x22
n¸
k0

n
k


DpkqpxqDpnkqpe x22 q
 pDpkqpxq  0, k ¥ 2q
 xe x22 Dpnqe x22  e x22

n
0


Dp0qpxqDpnqpe x22  

n
1


DpxqDpn1qpe x22 q
ﬀ
 xe x22 Dpnqe x22   e x22

 xDpnqe x22  nDpn1qe x22
ﬀ
 ne x22 Dpn1qe x22 .
Pomnozˇimo li dobivenu jednakost s p1qn dobivamo:
DHnpxq  np1qn 1e x
2
2 Dpn1qe
x2
2  np1qne x22 Dpn1qe x22  nHn1pxq.

2.2 Ortogonalnost, funkcija izvodnica i Mehlerova
formula
U nastavku c´emo pokazati josˇ nekoliko zanimljivih svojstava Hermiteovih polinoma. Prvo
od njih jest ortogonalnost.
Teorem 2.2.1. Niz pHn, n P N0q je skup ortogonalnih funkcija u L2pR,wpxqdxq, odnosno»
R
HmpxqHnpxqe x
2
2 dx 
?
2pin!δmn,
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pri cˇemu je tezˇina wpxq  1?
2pi
e
x2
2 , x P R a δmn oznacˇava tzv. Kroneckerovu delta-funkciju,
tj. δmn  1 ako je m  n, dok je δmn  0 za m  n.
Dokaz. Neka je m ¤ n. Primjenjujuc´i parcijalnu integraciju i relaciju (2.4) slijedi@
Hm,Hn
D  1?
2pi
»
R
Hmpxqp1qne x
2
2
 dn
dxn
e
x2
2
	
e
x2
2 dx
 p1q
n
?
2pi
»
R
Hmpxq d
n
dxn
e
x2
2 dx
 p1q
n
?
2pi
Hmpxq d
n1
dxn1
e
x2
2

R
  p1q
n 1
?
2pi
»
R
dHmpxq
dx
dn1
dxn1
e
x2
2 dx
 p1q
n 1
?
2pi
m
»
R
Hm1pxq d
n1
dxn1
e
x2
2 dx.
Nakon m-te parcijalne integracije dobivamo:
1?
2pi
»
R
HmpxqHnpxqe x
2
2 dx  p1q
n m
?
2pi
m!
»
R
H0pxq d
nm
dxnm
e
x2
2 dx
 p1q
n m
?
2pi
m!
»
R
dnm
dxnm
e
x2
2 dx
 n!δmn.
Dakle, »
R
HmpxqHnpxqe x
2
2 dx 
?
2pin!δmn.

Hermiteovi polinomi tvore ortogonalnu bazu Hilbertovog prostora za funkcije koje za-
dovoljavaju »
R
| f pxq|2wpxqdx   8,
u kojem je skalarni produkt definiran preko integrala@
f , g
D  »
R
f pxqgpxqwpxqdx
pri cˇemu je, kao i ranije, wpxq  1?
2pi
e
x2
2 .
Teorem 2.2.2. Niz tHn, n P N0u je ortogonalna baza prostora L2pR,wpxqdxq, tj. to je
potpun ortogonalan sustav.
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Dokaz. U ortogonalnim sustavima, potpunost je ekvivalentna cˇinjenici da je nul-funkcija
jedina funkcija u L2pR,wpxqdxq ortogonalna na sve funkcije sustava, vidjeti [6]. Buduc´i
da je linearna ljuska Hermiteovih polinoma prostor svih polinoma, potrebno je pokazati da
ako je za svako n ¥ 0 »
R
f pxqxne x22 dx  0,
tada f  0.
Definirajmo funkciju F : CÑ C sa
Fpzq 
»
R
f pxqezx x22 dx.
Funkcija ezx
x2
2 uniformno je dominirana na svakom kompaktnom podskupu odC, odnosnoezx x22  ¤ e|z||x| x22 P L2pRq, za svako z P C
pa je F dobro definirana. Sˇtovisˇe, F je holomorfna, kao integral holomorfnih funkcija.
Pretpostavimo sada da je xHn, f y  0 za svako n ¥ 0. Buduc´i da je za m P N, xm linearna
kombinacija od H0,H1, . . . ,Hm, imamo:
Fpmqp0q 
»
R
f pxq

d
dz

m
z0
ezx
x2
2 dx

»
R
f pxqxme x22 dx
 xxm, f y
 0.
Slijedi da je F  0. Za proizvoljno t P R je
Fpitq 
»
R
f pxqeitx x22 dx

»
R

f pxqe x22


eitxdx
 F p f pxqe x22 qpt{2piq.
Odavde je F p f pxqe x22 q  0. Prema korolaru 1.1.1 vrijedi f pxqe x22  0 gotovo sigurno, a
kako je e
x2
2 ¡ 0, slijedi f  0 gotovo sigurno. Stoga je ortogonalni komplement (vidjeti
poglavlje 3 u [6]) linearne ljuske Hermiteovih polinoma
spanrHn, n ¥ 0sK  t0u 
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Izvedimo sada izraz za eksponencijalnu funkciju izvodnicu niza Hermiteovih polinoma.
Neka je
Fpx, tq 
8¸
n0
1
n!
Hnpxqtn.
Koristec´i formulu 8¸
n0
1
n!
f pnqpaqbn  f pa   bq
za razvoj u Taylorov red od f pzq  e z22 , a  x i b  t dobivamo:
Fpx, tq 
8¸
n0
1
n!
p1qne x22 d
n
dxn
e
x2
2 tn
 e x22
8¸
n0
1
n!
dn
dxn
e
x2
2 ptqn
 e x22 e pxtq
2
2
 ext t22 .
Ovo je upravo izraz za Fpx, tq kakav smo zˇeljeli. Iz teorema 1.1.8 odmah slijedi rezultat
e
ζ2
2  1?
2pi
»
R
eixζ
x2
2 dx, ζ P R. (2.5)
Uvrstimo li (2.5) u (2.3), za ζ P R dobivamo
Hnpζq  e
ζ2
2

 d
dζ
n
1?
2pi
»
R
eixζ
x2
2 dx
 1?
2pi
e
ζ2
2
»
R
pixqneixζ x22 dx
 1?
2pi
»
R
pixqne pxiζq
2
2 dx.
Dobiveni izraz naziva se integralna reprezentacija Hermiteovih polinoma.
Sada, za proizvoljne ζ, µ P R, primjenjujuc´i teorem 1.1.8 i integralnu reprezentaciju,
slijedi
8¸
n0
tn
n!
HnpζqHnpµq 
8¸
n0
tn
n!
1
2pi
»
R
»
R
pixqnpiyqne pxiζq
2
2 
pyiµq2
2 dxdy
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 1
2pi
»
R
»
R
e
pxiζq2
2 
pyiµq2
2
 8¸
n0
ptxyqn
n!

dxdy
 1
2pi
»
R
»
R
e
pxiζq2
2 
pyiµq2
2 txydxdy
 1
2pi
»
R
e
pxiζq2
2 itxµ  t
2 x2
2
»
R
e
pyiµ txq2
2 dxdy
 1?
2pi
»
R
e
p1t2qx2
2   ζ
2
2 ixpζtµqdx
 1?
1  t2 e
ζ2
2 
pζtµq2
2p1t2q .
Jednakost 8¸
n0
tn
n!
HnpζqHnpµq  1?
1  t2 e
tζµ
1t2 
t2pζ2 µ2q
2p1t2q (2.6)
nazivamo Mehlerova formula.
Poglavlje 3
Babenko-Becknerov teorem
Teorem 3.0.3. Neka je 1   p ¤ 2 i F : LppRnq Ñ Lp1pRnq Fourierova transformacija pri
cˇemu je 1p   1p1  1. Tada vrijedi:
||F f ||p1 ¤ pApqn|| f ||p, (3.1)
gdje je Ap 

p
1
p
p
1 1
p1
ﬀ 1
2
.
Prilikom dokaza teorema, najprije c´emo razmatrati slucˇaj n  1. Naime, Fourierova
transformacija neke funkcije na Rn svodi se na produkt jednodimenzionalnih operatora, a
rezultat za n dimenzija c´e potom slijediti primjenom leme 3.1.2., koju c´emo dokazati u
nastavku.
3.1 Nejednakost za dvije tocˇke i produkt operatora
Neka su pHm,m P N0q Hermiteovi polinomi s pripadajuc´om Gaussovom mjerom
dµpxq  1?
2pi
e
x2
2 dx, x P R,
to jest
Hmpxq 
»
R
px   iyqmdµpyq, x P R.
Prema poglavlju 2, funkcija izvodnica za Hermiteove polinome je
e
t2
2  xt 
8¸
m0
1
m!
tmHmpxq. (3.2)
27
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Za |ω|   1 definirajmo operator Tω sa
Tω : Hm ÞÑ ωmHm, m P N0.
Lako se vidi da vrijedi Tω1Tω2  Tω1ω2 . Operator Tω se mozˇe zapisati kao integralni
operator na L2pdµq definiran preko Mehlerove formule, cˇija jezgra je
Tωpx, yq  1?
1  ω2 e
ω2px2 y2q
2p1ω2q  
ωxy
1ω2 , x, y P R.
Za g P spanrHm,m P N0s vrijedi:
pTωgqpxq 
»
Tωpx, yqgpyqdµpyq.
Dokazˇimo tu cˇinjenicu. Naime, svaki polinom mozˇemo prikazati kao linearnu kombina-
ciju Hermiteovih polinoma. Dovoljno je gledati one polinome g koji su konacˇne linearne
kombinacije Hermiteovih funkcija. Takve funkcije su guste u Lp, 1 ¤ p   8. Uzmimo
g iz linearne ljuske prvih n   1 Hermiteovih polinoma, tako da po raspisu u ortogonalnoj
bazi vrijedi
g 
n¸
m0
xg,Hmy
xHm,HmyHm.
Zbog ortogonalnosti Hermiteovih polinoma, odnosno teorema 2.2.1, i definicije operatora
Tω imamo:
pTωgqpxq 
n¸
m0
xgpxq,Hmpxqy
xHmpxq,HmpxqyTωHmpxq

n¸
m0
1
m!
»
gpyqHmpyqdµpyq


ωmHmpxq

»  n¸
m0
ωm
m!
HmpxqHmpyq


gpyqdµpyq

»
Tωpx, yqgpyqdµpyq.
Stoga, u slucˇaju n  1 teorem 3.0.3 ekvivalentan je sljedec´em teoremu:
Teorem 3.1.1. Za 1   p ¤ 2 i ω  iap  1 vrijedi
Tω : Lppdµq Ñ Lp1pdµq,
||Tωg||Lp1 pdµq ¤ ||g||Lppdµq. (3.3)
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Promatrajmo nejednakost 3.3 za polinome g, tj. polinome koji su konacˇna linearna
kombinacija Hermiteovih funkcija. Tada za slucˇaj n  1 i funkcije
f pxq  gp
a
2pipxqepix2 , x P R,
jednostavnom zamjenom varijabli postizˇemo ekvivalenciju izmedu teorema 3.0.3 i teorema
3.1.1. Doista, relacija (3.3) eksplicitno se mozˇe zapisati kao! » Tωpx, yqgpyqdµpyqp1dµpxq) 1p1 ¤ ! » |gpxq|pdµpxq) 1p . (3.4)
Na lijevoj strani uvedimo zamjenu:
x 
a
2pip1u,
y 
a
2pipv,
u, v P R. U tom slucˇaju, za ω  iap  1 vrijedi
Tωpx, yq  p1  pi
a
p  1q2q 12 e
pi
?
p1q22pipp1u2 pv2q
2p1pi
?
p1q2q  
pi
?
p1q2piuv
?
pp1
1pi
?
p1q2
 1?
p
e
pp1qpipp1u2 pv2q
p i
c
p2 p1pp1
p2
2piuv
 1?
p
epipp
1u2 pv2q pip pp1u2 pv2q
b
pp1p1
p 2piiuv
 1?
p
epipp
1u2 pv2q pip1u2p piv22piiuv.
Sada je
pTωgqpxq 
»
1?
p
epipp
1u2 pv2q2piiuvpiv2 pip1u2p gp
a
2pipvq 1?
2pi
epipv
2 a
2pipdv

»
epip
1u2 pipv22piiuvpiv2 pip1u2p pipv2gp
a
2pipvqdv

»
epiu
2pp1 p1p q2piiuvpiv2gp
a
2pipvqdv

»
epiu
2piv22piiuvgp
a
2pipvqdv,
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a odavde slijedi da je
||Tωg||Lp1 pdµq 
#»  » epiu2piv22piiuvgpa2pipvqdvp1 1?2piepip1u2 a2pip1du
+ 1
p1
 rp1 1p1 s 12
#»  » epiu2piv22piiuvpiu2gpa2pipvqdvp1du
+ 1
p1
 rp1 1p1 s 12
#»  » e2piiuvgpa2pipvqepiv2dvp1du
+ 1
p1
 rp1 1p1 s 12 ||F f ||Lp1 .
Uvedemo li na lijevoj strani nejednakosti (3.4) zamjenu x  a2pipu, imamo:
||g||Lppdµq 
! »
|gpxq|pdµpxq
) 1
p 
! »
|gp
a
2pipuq|p 1?
2pi
epipu
2 a
2pipdu
) 1
p
 rp 1p s 12
! »
|gp
a
2pipuqepiu2 |pdu
) 1
p
 rp 1p s 12 || f ||Lp .
Dakle,
||Tωg||Lp1 pdµq ¤ ||g||Lppdµq
je ekvivalentno sa
||F f ||Lp1 ¤ Ap|| f ||Lp ,
pri cˇemu je Ap 

p
1
p
p
1 1
p1
ﬀ 1
2
. Buduc´i da su funkcije poput f guste u Lp prostorima
p1   p   8q, teoremi 3.0.3 i 3.1.1 su ekvivalentni. Nejednakost (3.3) iz teorema 3.1.1 c´e
biti dokazana ukoliko koristec´i centralni granicˇni teorem pokazˇemo da je Gaussova mjera
dµ slabi limes nekih vjerojatnosnih mjera za koje c´emo znati direktno provjeriti analognu
nejednakost. Pretpostavimo da je zadan niz Bernoullijevih slucˇajnih pokusa, odnosno, neka
je dνpxq diskretna vjerojatnosna mjera s tezˇinom 12 u tocˇkama x  1 te neka je dνnpxq
n-ta konvolucije mjere dνp?nxq sa samom sobom. To po definiciji znacˇi upravo»
hpxqdνnpxq 
»
hpx1        xnqdνp
?
nx1q . . . dνp
?
nxnq
za svaku ogranicˇenu neprekidnu funkciju h : RÑ R. Tada dνn konvergira ka dµ u C0pRq,
sˇto znacˇi da za svaku ogranicˇenu neprekidnu funkciju h : RÑ R vrijedi
lim
nÑ8
»
hpxqdνnpxq 
»
hpxqdµpxq.
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Drugim rijecˇima, niz distribucija pνnq konvergira slabo prema µ, pri cˇemu se slaba konver-
gencija definira kao gore, sˇto je uobicˇajeno u teoriji vjerojatnosti. Rezultat koji to garantira
je tzv. centralni granicˇni teorem, vidjeti [7]. Sˇtovisˇe, momenti od dνn c´e konvergirati mo-
mentima od dµ, tj.
lim
nÑ8
»
xkdνnpxq 
»
xkdµpxq
za svaki k P N0. To bi slijedilo iz definicije slabe konvergencije kada bismo mogli uzeti
hpxq  xk, ali ta funkcija nije ogranicˇena. Ipak u cˇlanku [1] (vidjeti teorem 1) je dana
nadogradnja centralnog granicˇnog teorema, koja upravo govori o konvergenciji momenata
uz izvjesne uvjete na ν, koji su ovdje svakako zadovoljeni.
Produkt mjera dνp?nx1q    dνp
?
nxnq je diskretna mjera, tj. svaka koordinata od x 
px1, x2, . . . , xnq mozˇe poprimiti samo dvije vrijednosti,  1?n . Sve funkcije nad ovakvim
prostorom mjere c´e biti polinomi stupnja najvisˇe jedan u svakoj od n varijabli xi. Na
prostoru mjere dν definiramo operator C, koji je analogan operatoru Tω na prostoru mjere
dµ sa
Tω : aH0   bH1 ÞÑ aH0   ωbH1,
C : a   bx ÞÑ a   ωbx.
Sada c´emo pokazati da je C ogranicˇeni linearni operator s Lppdνq u Lp1pdνq s normom
jedan. Ovaj rezultat je autor od [2] nazvao nejednakost dvije tocˇke. Navodimo ga kao
sljedec´u lemu.
Lema 3.1.1. (Nejednakost za dvije tocˇke)
C : a bx ÞÑ a ωbx je ogranicˇen linearan operator norme jedan sa Lppdνq u Lp1pdνq, pri
cˇemu je ω  iap  1, 1   p ¤ 2 te 1p   1p1  1. Drugim rijecˇima, za sve kompleksne
brojeve a i b vrijedi |a   ωb|p1   |a  ωb|p1
2

 1
p1
¤
 |a   b|p   |a  b|p
2

 1
p
. (3.5)
Dokaz. Tvrdnju je dovoljno pokazati za a  1 i proizvoljan kompleksan broj b. Naime,
inacˇe mozˇemo podijeliti cijelu nejednakost s a i primijeniti dokazano na ba . Uvrstimo li
zamjenu a  1 i b  ξ   iη dobivamo sljedec´e jednakosti:
|a   ωb|  |1  i
a
p  1pξ   iηq|  |1   η
a
p  1  iξ
a
p  1|

b
p1   η
a
p  1q2   ξ2pp  1q
|a  ωb|  |1   i
a
p  1pξ   iηq|  |1  η
a
p  1   iξ
a
p  1|

b
p1  η
a
p  1q2   ξ2pp  1q
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|a   b|  |1   ξ   iη| 
b
p1   ξq2   η2
|a  b|  |1  ξ  iη| 
b
p1  ξq2   η2
Na taj nacˇin se zˇeljena nejednakost tranformira u:!rp1   ηap  1q2   ξ2pp  1qsp1{2   rp1  ηap  1q2   ξ2pp  1qsp1{2
2
)1{p1
¤
!rp1   ξq2   η2sp{2   rp1  ξq2   η2sp{2
2
)1{p
.
Obzirom da su ξ i η ionako proizvoljni realni brojevi, mozˇemo η zamijeniti s
η˜  η
a
p  1  ηa
p1  1 ,
pri cˇemu smo koristili pp  1qpp1  1q  1, a trazˇena nejednakost postaje!rp1   η˜q2   ξ2pp  1qsp1{2   rp1  η˜q2   ξ2pp  1qsp1{2
2
)1{p1
¤
!rp1   ξq2   pp1  1qη˜2sp{2   rp1  ξq2   pp1  1qη˜2sp{2
2
)1{p
.
Prakticˇnije c´e nam biti u daljnjem opet pisati η umjesto η˜. Definirajmo sada funkciju
G : R2 Ñ R sa
Gpξ, ηq 
"
rp1 ηq2 pp1qξ2s
p1
2  rp1ηq2 pp1qξ2s
p1
2
2
* 1
p1
"
rp1 ξq2 pp11qη2s
p
2  rp1ξq2 pp11qη2s
p
2
2
* 1
p
.
Za dokaz od (3.5) dovoljno c´e biti dokazati da je
Gpξ, ηq ¤ 1, ξ, η P R.
Trebat c´emo dva posebna slucˇaja nejednakosti Minkowskog: za realne brojeve a1, a2, b1, b2
vrijedi
p|a1   b1|q   |a2   b2|qq1{q ¤ p|a1|q   |a2|qq1{q   p|b1|q   |b2|qq1{q ako je q ¥ 1,
odnosno
p|a1   b1|q   |a2   b2|qq1{q ¥ p|a1|q   |a2|qq1{q   p|b1|q   |b2|qq1{q ako je 0   q ¤ 1.
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Koristit c´emo ih za q  p12 ¥ 1, odnosno q  p2 ¤ 1. Primjenjujuc´i te nejednakosti imamo:"rp1   ηq2   pp  1qξ2s p12   rp1  ηq2   pp  1qξ2s p12
2
* 2
p1
¤
 |1   η|p1   |1  η|p1
2
 2
p1
  pp  1qξ2
te "rp1   ξq2   pp1  1qη2s p2   rp1  ξq2   pp1  1qη2s p2
2
* 2
p
¥
 |1   ξ|p   |1  ξ|p
2
 2
p
  pp1  1qη2.
U drugoj nejednakosti znak se mijenja jer je p2 ¤ 1. Odavde slijedi
Gpξ, ηq ¤
# |1 η|p1 |1η|p1
2
 2
p1
  pp  1qξ2
|1 ξ|p |1ξ|p
2
 2
p
  pp1  1qη2
+ 1
2
.
Pokazat c´emo da vrijedi |1   η|p1   |1  η|p1
2

 1
p1
¤ r1   pp1  1qη2s 12 (3.6)
te
r1   pp  1qη2s 12 ¤
 |1   ξ|p   |1  ξ|p
2
 1
p
, (3.7)
odakle zakljucˇujemo da je
# |1 η|p1 |1η|p1
2
 2
p1
  pp  1qξ2
|1 ξ|p |1ξ|p
2
 2
p
  pp1  1qη2
+ 1
2
¤ 1.
Stoga je
Gpξ, ηq ¤ 1, ξ, η P R,
pa tvrdnja vrijedi. 
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U nastavku c´emo koristec´i elementarnu minimizaciju pokazati da relacije (3.6) i (3.7)
zaista vrijede. Primijetimo najprije da c´e nejednakost |1   y|m   |1  y|m
2
 1
m
¤
b
1   pm  1qy2 (3.8)
za 0   y   1 i m ¡ 2 implicirati i slucˇaj za y ¡ 1 ukoliko podijelimo sa y. Pokazat c´emo
da (3.8) vrijedi za fiksno m ¡ 2 i y P x0, 1y. Definirajmo funkciju f : RÑ R sa
f pyq 

|1 y|m |1y|m
2
 1
m
a
1   pm  1qy2
.
Neka je sada φpyq  lnp f pyqq, odnosno
φpyq  1
m
ln
"p1   yqm   p1  yqm
2
*
 1
2
lnr1   pm  1qy2s
za y P x0, 1y i 2 ¤ m   8. Derivirajmo funkciju φ:
φ1pyq  1
m
2
p1   yqm   p1  yqm rmp1   yq
m1   mp1  yqm1s1
2
 1
2
1
1   pm  1qy2 2pm  1qy
 rp1   yqm   p1  yqms1rp1   yqm1  p1  yqm1s  pm  1qyr1   pm  1qy2s1
 rp1   yqm   p1  yqms1r1   pm  1qy2s1∆pyq,
pri cˇemu je
∆pyq  rp1   yqm1  p1  yqm1sr1   pm  1qy2s  ypm  1qrp1   yqm   p1  yqms
 p1   yqm1   pm  1qy2p1   yqm1  p1  yqm1  pm  1qy2p1  yqm1
 pm  1qyp1   yqm  pm  1qyp1  yqm
 p1   yqm1r1   pm  1qy2  pm  1qyp1   yqs
 p1  yqm1r1   pm  1qy2   pm  1qyp1  yqs
 p1   yqm1r1  pm  1qys  p1  yqm1r1   pm  1qys.
POGLAVLJE 3. BABENKO-BECKNEROV TEOREM 35
Da bismo saznali predznak od φ1pyq dovoljno je saznati predznak od ∆pyq. Imamo da je
∆1pyq  pm  1qp1   yqm2r1  pm  1qys  p1   yqm1pm  1q
  pm  1qp1  yqm2r1   pm  1qys  p1  yqm1pm  1q
 p1   yqm2rpm  1q  pm  1q2y   p1   yqpm  1qs
 p1  yqm2rpm  1q  pm  1q2y   p1  yqpm  1qs
 p1   yqm2rpm  1q  pm  1q2y  pm  1q  pm  1qys
 p1  yqm2rpm  1q  pm  1q2y   pm  1q  pm  1qys
 p1   yqm2rmpm  1qys  p1  yqm2rmpm  1qys
 mpm  1qyrp1   yqm2  p1  yqm2s.
Buduc´i da je ∆pyq neprekidna funkcija na intervalu x0, 1y i ∆1pyq   0 te
∆p0q  0,
prema elementarnom rezultatu iz analize zakljucˇujemo da je ona padajuc´a te je pogotovo
∆pyq   0 na x0, 1y. Odavde slijedi da je φ1pyq   0. Kako je
φp0q  0,
dobivamo da je φpyq   0. Dakle, nejednakost (3.8) doista vrijedi. Za 1   m   2 nejedna-
kost (3.8) samo mijenja predznak a slijedi iz istog racˇuna.
Definirajmo operatore
Cn,k : a   bxk ÞÑ a   ωbxk, n P N, 1 ¤ k ¤ n,
pri cˇemu su a i b funkcije u preostalih n  1 varijabli. Neka je
Kn  Cn,1   Cn,n,
produkt (tj. kompozicija) tih n operatora.
Lema 3.1.2. (Produkt operatora) Neka su T1 i T2 linearni operatori te pretpostavimo da
su T1 i T2 integralni operatori s nekim jezgrama, npr. definirani preko Mehlerove formule.
Ako
T1 : Lppdρ1q ÝÑ Lqpdλ1q, ||T1|| ¤ 1,
T2 : Lppdρ2q ÝÑ Lqpdλ2q, ||T2|| ¤ 1,
pri cˇemu su dρi i dλi, i P t1, 2u σ-konacˇne mjere, tada za p ¤ q imamo
T1T2 : Lprdρ1dρ2s ÝÑ Lqrdλ1dλ2s, ||T1T2|| ¤ 1.
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Dokaz. Buduc´i da su norme operatora T1 i T2 ogranicˇene s jedan, za T1, odnosno T2 vrijedi:
f P Lppdρiq, ||Ti f ||q ¤ || f ||p ùñ
»
|Ti f |qdρi ¤
»
| f |pdλi

 q
p
, i  1, 2.
Primijenimo li josˇ (1.1) na funkciju Fpx1, x2q  pT1T2 f qpx1, x2q, imamo:"» »
|T1T2 f px1, x2q|qdλ1dλ2
* 1
q
¤
"»
dλ2px2q
 »
|pT2 f qpy1, x2q|pdρ1py1q
 q
p
* 1
q
¤
"»
dρ1py1q
 »
|pT2 f qpy1, x2q|qdλ2px2q
 p
q
* 1
p
¤
"» »
| f py1, y2q|pdρ1py1qdρ2py2q
* 1
p
.
Dakle, dobili smo
||T1T2 f ||Lqpdλ1dλ2q ¤ || f ||Lppdρ1dρ2q,
pa tvrdnja vrijedi. 
Iz lema 3.1.1 i 3.1.2 slijedi da je operator
Kn : Lprdp
?
nx1q    dp
?
nxnqs ÝÑ Lp1rdp
?
nx1q    dp
?
nxnqs
ogranicˇen linearan operator s normom jedan. Restrikcija Kn operatora Kn na prostor sime-
tricˇnih funkcija u n varijabli c´e takoder biti linearni operator norme jedan.
3.2 Simetricˇne funkcije i centralni granicˇni teorem
Prostor simetricˇnih funkcija nad produktnom mjerom dp?nx1q    dp
?
nxnq c´emo oznacˇa-
vati sa Xn. Funkcije
φn,lpx1, . . . , xnq  l!σlpx1, . . . , xnq
cˇine ortogonalnu bazu prostora L2rXns. Funkcije σl, 1 ¤ l ¤ n su elementarne simetricˇne
funkcije u n varijabli i definirane su sa
σlpx1, . . . , xnq 
¸
m1 ... ml
xm1    xml , 1 ¤ ml ¤ n.
Generatorska funkcija za elementarne simetricˇne funkcije dana je s
T px1, . . . , xn; tq 
n¹
k1
p1   xktq 
n¸
l0
tlσlpx1, . . . , xnq 
n¸
l0
1
l!
tlφn,lpx1, . . . , xnq. (3.9)
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Stavimo li x  x1        xn, pri cˇemu je pxiq2  1n , i  1, . . . , n, vrijedi sljedec´a veza
izmedu funkcija izvodnica (3.2) i (3.9):
T px1        xn; tq  e t
2
2

ch

t?
n

n
T

x1, . . . , xn;
?
n th

t?
n


i
T px1, . . . , xn; tq  e
1
2

?
n Arthp t?n q
2
1  t
2
n

 n
2
T

x1        xn,
?
n Arth

t?
n


.
Prva jednakost slijedi zbog :
T px1   . . .  xn; tq  e t
2
2
n¹
k1
etxk
 e t22
n¹
k1

ch

t?
n


  xk
?
n sh

t?
n


 e t22

ch

t?
n

n n¹
k1

1   xkt th

t?
n


.
Druga jednakost c´e slijediti ako uvrstimo supstituciju
u  ?n th

t?
n


.
Odavde je
t  ?n Arth

u?
n


pa imamo
T rx1, . . . , xn; ts  e t
2
2

ch

Arth

u?
n


n
T

x1, . . . , xn,
?
n Arth

u?
n


.
Racˇunamo:
Arth

u?
n


 1
2
ln
1   u?n
1  u?n


 ln
d ?
n   u?
n  u , |u|   |
?
n|.
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Sada je
ch

Arth

u?
n




b ?
n u?
nu  
b ?
nu?
n u
2

?
n u?
nu   1
2
b ?
n u?
nu

?
n?
nub ?
n u?
nu

?
n?
n  u2
 1b
1  u2n


1  u
2
n

 12
pa jednakost vrijedi. Diferenciranjem mozˇemo izraziti φn,l kao linearnu kombinaciju Her-
miteovih polinoma Hkpx1        xnq, 0 ¤ k ¤ l. Sˇtovisˇe,vrijedi
φn,lpx1, . . . , xnq  Hlpx1        xnq   1n
r l2 s¸
r1
al,rHl2rpx1        xnq (3.10)
pri cˇemu su koeficijenti al,r ogranicˇeni u odnosu na n za fiksno l. Pokazˇimo da jednakost
(3.10) zaista vrijedi. U poglavlju 2 smo vidjeli da iz Gaussove integralne formule (2.1) za
Hermiteove polinome lako slijedi rekurzivna relacija (2.2), odnosno za 1 ¤ l ¤ n je
Hl  xHl1pxq  pl  1qHl2pxq
 H1pxqHl1pxq  pl  1qHl2pxq.
Za funkcije φn,lpx1, . . . , xnq vrijedi sljedec´a rekurzivna relacija
φn,lpx1, . . . , xnq  φn,1px1, . . . , xnqφn,l1px1, . . . , xnq  l  1n rn  pl  2qsφn,l2px1, . . . , xnq,
(3.11)
sˇto bi u terminima elementarnih simetricˇnih funkcija bilo
lσlpx1, . . . , xnq  σ1px1, . . . , xnqσl1px1, . . . , xnq  1nrn pl 2qsσl1px1, . . . , xnq. (3.12)
Da bismo pokazali relaciju (3.12) koristit c´emo generatorsku funkciju (3.9):
T px1, . . . , xn; tq 
n¹
k1
p1   xktq 
n¸
l0
tlσlpx1, . . . , xnq.
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Dalje vrijedi:
B
BtT px1, . . . , xn; tq 
n¸
k1
xkT px1, . . . , xˆk, . . . , xn; tq 
n¸
l0
tl1lσlpx1, . . . , xnq,
σ1px1, . . . , xnqT px1, . . . , xn; tq 
n¸
k1
xkp1   xktqT px1, . . . , xˆk, . . . , xn; tq
pri cˇemu je σ1px1, . . . , xnq  xk, k  1, . . . , n. Odavde slijedi da je
σ1px1, . . . , xnqT px1, . . . , xn; tq  BBtT px1, . . . , xn; tq

n¸
k1
x2ktT px1, . . . , xˆk, . . . , xn; tq
 1
n
t
n¸
k1
T px1, . . . , xˆk, . . . , xn; tq
jer je pxkq2  1n , k  1, . . . , n. Primijetimo da je
n¸
k1
σlpx1, . . . , xˆk, . . . , xnq  pn  lqσlpx1, . . . , xnq, (3.13)
to jest, zbog simetrije, lijeva strana mora biti visˇekratnik od σlpx1, . . . , xnq. Za n ¥ l u
razvoju od σlpx1, . . . , xnq ima
 n
l

sumanada, a da bismo nasˇli konstantu n  l stavimo da
su vrijednosti xi jednake za sve i  1, . . . , n. Sada iz (3.13) imamo:
σ1px1, . . . , xnqT px1, . . . , xn; tq  BBtT px1, . . . , xn; tq
 1
n
t
n¸
k1
n¸
l0
tlσlpx1, . . . , xˆk, . . . , xnq
 1
n
t
n¸
l0
tl
n¸
k1
σlpx1, . . . , xˆk, . . . , xnq
 1
n
t
n¸
l0
tlpn  lqσlpx1, . . . , xnq
 1
n
t
n1¸
l0
tlpn  lqσlpx1, . . . , xnq
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Usporedimo sada koeficijente uz potencije od t. Naime,iz
σ1px1, . . . , xnqT px1, . . . , xn; tq  1nt
n1¸
l0
tlpn  lqσlpx1, . . . , xnq  BBtT px1, . . . , xn; tq
ô
n¸
l0
tlσ1px1, . . . , xnqσlpx1, . . . , xnq  1n
n1¸
l0
tl 1pn  lqσlpx1, . . . , xnq

n¸
l0
tl1lσlpx1, . . . , xnq
ô
n¸
l0
tlσ1px1, . . . , xnqσlpx1, . . . , xnq  1n
n¸
l0
tlpn  l   1qσl1px1, . . . , xnq

n¸
l0
tl1lσlpx1, . . . , xnq
ô
n¸
l0

σ1px1, . . . , xnqσlpx1, . . . , xnq  n  l   1n σl1px1, . . . , xnq

tl

n¸
l0
tl1lσlpx1, . . . , xnq
ô
n 1¸
l0

σ1px1, . . . , xnqσl1px1, . . . , xnq  n  l   2n σl2px1, . . . , xnq

tl1

n¸
l0
tl1lσlpx1, . . . , xnq
slijedi:
σ1px1, . . . , xnqσl1px1, . . . , xnq1nrnpl2qsσl2px1, . . . , xnq  lσlpx1, . . . , xnq, 1 ¤ l ¤ n.
Dakle, pokazali smo da (3.12) vrijedi, a prema definiciji od φn,lpx1, . . . , xnq vrijedi i (3.11).
Eksplicitnim racˇunanjem imamo da je
φn,0px1, . . . , xnq  H0px1, . . . , xnq,
φn,1px1, . . . , xnq  H1px1, . . . , xnq,
φn,2px1, . . . , xnq  H2px1, . . . , xnq,
φn,3px1, . . . , xnq  H3px1, . . . , xnq   2nH1px1, . . . , xnq.
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Sada indukcijom po l dokazujemo (3.11) koristec´i (3.12). Baza indukcije su naprosto gor-
nji izrazi za l  0, 1, 2, 3. U koraku indukcije uzmimo neki l ¥ 4 te pretpostavimo da
tvdnja vrijedi za sve manje nenegativne cijele brojeve. Korisˇtenjem dokazane rekurzije
(3.12) i pretpostavke indukcije mozˇemo pisati (pri cˇemu, malo neprecizno, radi kratkoc´e
izostavljamo varijable):
φn,l  H1pHl1   1n
¸
r¥1
al1,rHl12rq  l  1n pn  pl  2qqpHl2  
1
n
¸
r¥1
al2,rHl22rq
 Hl   pl  1qHl2   1n
¸
r¥1
al1,rpHl2r   pl  1  2rqHl22rq  pl  1qHl2
  pl  1qpl  2q
n
Hl2  l  1n p1 
l  2
n
q
¸
r¥1
al2,rHl22r
 Hl   1n
¸
r¥1
al1,rHl2r   1n
¸
r¥2
al1,r1pl   1  2rqHl2r   pl  1qpl  2qn Hl2
 1
n
¸
r¥2
pl  1qp1  l  2
n
qal2,r1Hl2r
Odavde vidimo da (3.12) doista vrijedi uz:
al,1  al1,1   pl  1qpl  2q
te
al,r  al1,r   pl   1  2rqal1,r1  pl  1qp1  l  2n qal2,r1
za r ¥ 2. Time je zavrsˇen korak indukcije. Ogranicˇenost koeficijenata al,r po n takoder
slijedi direktno iz ogranicˇenosti al1,r, al1,r1, al2,r1 po n i iz 0 ¤ 1  l2n ¤ 1.
Funkcije φn,l su svojstvene funkcije operatora Kn:
Kn : xm1    xml ÞÑ ωlxm1    xml ,
Knφn,l  ωlφn,l
te su φn,l prirodni analogon Hermiteovih polinoma nad prostorom funkcija L2rXns. Kn je
operator norme jedan sa prostora LprXns u prostor Lp1rXns. U ranijim razmatranjima smo
naveli da svaki polinom g mozˇemo izraziti kao konacˇnu linearnu kombinaciju Hermiteovih
polinoma. Neka je
gpxq 
M¸
l1
blHlpxq.
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Definirajmo sada odgovarajuc´e polinome gn u diskretnim varijablama x1, . . . , xn s
gnpx1, . . . , xnq 
M¸
l1
blφn,lpx1, . . . , xnq.
Tada
Tω :
¸
blHlpxq ÞÑ
¸
ωlblHlpxq,
Kn :
¸
blφn,lpx1, . . . , xnq ÞÑ
¸
ωlblφn,lpx1, . . . , xnq.
Zbog relacije (3.10)»
|pTωgqpx1        xnq  pKngnqpx1, . . . , xnq|p1dνp
?
nx1q    dνp
?
nxnq ÝÑ 0
kada n Ñ 8. Iz nejednakosti trokuta slijedi
|||Tωg||Lp1 pdνnq  ||Kn||Lp1 rXns|
¤
"»
|pTωgqpx1        xnq  pKngnqpx1, . . . , xnq|p1dνp
?
nx1q    dνp
?
nxnq
* 1
p1
.
U osvrtu na niz Bernoullijevih pokusa recˇeno je da c´e momenti u odnosu na dνn konvergi-
rati prema momentima u odnosu na dµ. Sˇtovisˇe, uzimanjem linearnih kombinacija mome-
nata dobivamo da dνn konvergira slabo prema dµ u odnosu na polinomijalne funkcije h iz
definicije, a obzirom da je g polinom vrijedi:
lim||Kngn||Lp1 rXns  lim||Tωg||Lp1 pdνnq  ||Tωg||Lp1 pdµq.
Ponovno, zbog relacije (3.10) imamo
lim||gn||LprXns  ||g||Lppdµq.
Kako je Kn norme jedan, imamo
||Kngn||Lp1 rXns ¤ ||gn||LprXns
sˇto implicira da je
||Tωg||Lp1 pdµq ¤ ||g||Lppdµq.
Buduc´i da su funkcije poput g guste u Lp prostorima, nejednakost (3.3) vrijedi i time smo
pokazali teorem 3.0.3.
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Sazˇetak
Ovaj rad iznosi osnove Fourierove analize na realnom pravcu, cˇiji vazˇni koncepti su Fouri-
erova transformacija i Hermiteovi polinomi. Obrazlazˇe se kako se u realnoj analizi mogu
prikladno iskoristiti rezultati iz teorije vjerojatnosti: centralni granicˇni teorem i slaba ko-
nvergencija prema Gaussovoj mjeri. U tu svrhu se dokazuju tzv. nejednakost za dvije tocˇke
i rezultat za produkt operatora. Pokazuje se veza izmedu simetricˇnih funkcija i Hermite-
ovih polinoma. Naposljetku, koristec´i iznesene rezultate dokazuje se Babenko-Becknerova
nejednakost.
Summary
This thesis reviews the basic results of the Fourier analysis on the real line, whose important
concepts are the Fourier transform and the Hermite polynomials. It elaborates how to apply
some results from probability theory to the real analysis: these are the central limit theorem
and weak convergence towards the Gaussian measure. With this purpose the so-called
two point inequality and result for product of operators are established. The relationship
between symmetric functions and Hermite polynomials is also explored. In the end, the
Babenko-Beckner inequality is derived from the established results.
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